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Binary­Lens Equation



Binary­Lens Topologies



   6 Features    & 6 Parameters
Time of Peak

Height of Peak

Width of Peak

Time of Perturbation

Height of Perturbation

Width of Perturbation

t_0

u_0

t_E

Trajectory angle: 

Planet­star separation: s

Planet/star mass ratio: q



Planetary Central Caustics



   7 Features    & 7 Parameters
Time of Peak

Height of Peak

Width of Peak

Time of Perturbation

Height of Perturbation

Width of Perturbation

Smearing of Caustic

t_0

u_0

t_E

Trajectory angle: 

Planet­star separation: s

Planet/star mass ratio: q

t_* =  * t_E



How Microlensing Finds Planets



Mao & Paczynski
Central Caustics



Gould & Loeb
Planetary Caustics



   6 Features    & 6 Parameters
Time of Peak

Height of Peak

Width of Peak

Time of Perturbation

Height of Perturbation

Width of Perturbation

t_0

u_0

t_E

Trajectory angle: 

Planet­star separation: s

Planet/star mass ratio: q



Clear Division Between
Known Knowns & Known Unknowns

Planet/star mass ratio

Separation in units of 
Einstein radius

Planet mass

System distance

Planet/star projected 
physical separation



And inevitably



And inevitably: Unknown Unknowns



And inevitably: Unknown Unknowns

Planet/star 3­D separation
Planet Orbital Motion





OGLE­2005­BLG­390
“Classical­Followup” Planetary Caustic

 Beaulieu et al. 2006, Nature, 439, 437







Mass­Ratio Estimate 
a la Gould & Loeb

q=(A_p/2)(t_p/t_E)^2

A_p = 0.2

t_p =0.3 day

t_E=10 day

q=9e­5

q_actual = 8e­5



First Microlensing Planet
Pronounced Finite Source Effects



First Microlensing Planet
Perfect Fold Caustic Crossing



Mass­Ratio Estimate 
a la Gould & Loeb

 = 0.3/10 = 0.03

q = 8e­5

as

mas

M*_rel = 4 as­Msun

= _E/t_E= 6.6 mas/yr


E

2=
rel

M; =8mas/M
sun



Second Microlensing Planet
Weak Finite Source Effects

 Udalski et al. 2005, ApJ, 628, L109



MOA­2009­BLG­266
Parallax + Finite Source

 Muraki et al. 2011, ApJ, 741, 22



 Well­Measured from “Dip”



* Well­measured from lightcurve

==> E = */



E semi­measured from lightcurve



MOA­2009­BLG­266



MOA­2009­BLG­266



Generic Caustic Exit

 Gould & Andronov 1999, ApJ, 516, 236



MOA­2009­BLG­266



MOA­2009­BLG­266



Minor Image Analytic Formulae

 Han 2006, ApJ, 638, 1080



MOA­2009­BLG­266
Minor Image Planetary Caustic

 Preliminary Model (Cheongho Han)



MOA­2009­BLG­266



Planet Lenses Often Have Parallax
   9 Features    & 9 Parameters

3 Point­Lens

Time of Perturbation

Height of Perturbation

Width of Perturbation

Width of Caustic Cr.

Symmetric Distortion

Anti­symmetric Dist.

t_0, u_0, t_E

Trajectory angle: 

Planet­star separation: s

Planet/star mass ratio: q

t_* = * t_E

_E,perp

_E,parallel



Point­lens magnfication
Start: Binary­Lens Equation



Why is this a Fifth­Order Equation?



Magnification (A): For each image, i
1) Check that it solves lens equation
2) Calculate A_i from determinant



Quadrupole/Hexadecapole
Pejcha & Heyrovsky (2009)

Gould (2008)

Pure gradient: Monopole (pt lens)

Mild curvature: Quadrupole

Stronger curvature: Hexadecapole

Extreme curvature: New Method



Monopole/Quadrupole/Hexadecapole







Contour Integration: Gould & Gaucherel (1997)



Contour Integration
Fastest INDIVIDUAL FS calculation

Disadvantage 1: Limb Darkening ­>  many cont.

Disadvantage 2: Cusp lens­solver hang­ups

Neither fatal (see below)

Major improvements from Bozza (2010)

MNRAS 408 2188  (code not public)



Inverse Ray Shooting (General)

do i=1,n

  pick: y_i

image plane point

  calculate: u_i

source plane point

  store  (u_i <­­> y_i)

enddo

Pick source boundary

Examine each pt u_i

in: weight by LD

out: discard

Sum up weights





Inverse Ray Shooting
Advantages 

Automatically includes LD
Always works

Disadvantage

Very expensive to shoot lens plane



IRS 1: Map­Making
Dong et al. 2006 ApJ 642 842

Shoot entire annulus relevant to event

Store rays & hex­tiles on source plane

Use hex­tiles for interior, rays for edge

All (s,q) light curves use ONE map  

Disadvantage:  requires fixed “s”





IRS 2A: Loop Linking
Dong et al. 2006 ApJ 642 842

Make contour (as in Gould+Gaucherel)

 Except slightly bigger
Shoot rays within images (IRS general)

Advantage: avoids contour problems

Disadvantage:  costs more than contour



Contour Integration: Gould & Gaucherel (1997)



IRS 2B: Adaptive Images
Bennett 2010, ApJ, 716, 1408

Begin with image centers (point lens)

Expand coverage to source boundary

Radial coord, boundary­sensitive integ.

Advantage:  precision with fewer rays

Disadvantage:  costs more than contour



Linear Limb Darkening



Limb Darkening Applications


	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55

